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1. Definitionen 
 
 
 
Definition: 
Unter einem Teiler einer natürlichen Zahl n versteht man eine natürliche Zahl k für die es 
eine natürliche Zahl u mit n = uk  gibt.                                                                                                
 
Tn := {k | k ist Teiler von n} heiße die Teilermenge von n. 
 
Unter einem Vielfachen einer natürlichen Zahl n versteht man eine natürliche Zahl k für die 
es eine natürliche Zahl u mit k = un  gibt.                                                                                       
 
Vn := {k | k ist Vielfaches von n} bezeichne die Menge der Vielfachen von n. 
 
 
 
Definition: 
Seien k und n natürliche Zahlen. 
 

 nk |  := 




sonst

nteiltkfalls

0

...1
 

 
heiße der Teilerindikatorkoeffizient von (k,n). 
 
 
Definition: 
Unter der Teilerstruktur (auf N) versteht man die formale Potenzreihe 

TS(x,t) :=  
1,

,
nk

nk txnk  

 
Definition: 
Sei f(x,t) eine (doppelte) formale Potenzreihe bezüglich der Platzhalter x und t, so heiße 
[tn]f(x,t) der Koeffizient von tn in der Funktion f(x,t). Desgleichen nennt man [xk]f(x,t) den 
Koeffizienten von xk in der Funktion f(x,t). 
 
Damit erhält man, trivialerweise, den Indikator der Teilermenge von n als 

Tn(x) =  


n

k

kxnk
1

|  = [tn] TS(x,t) 

und den Indikator der Menge der Vielfachen von n als 

Vn(x) =  
1

|
k

kxkn  = [tn] TS(t,x). 

 
 
Man beachte, dass in Tn(x) der Summationsbereich endlich genommen werden kann. 
 
 
Visualisierung: 
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1   2   3   4   5   6   7   8   9   10   11   12   13   14   15   16   17   18  … 
.    2        4        6        8        10          12          14          16          18  …                                                                  
.         3             6             9                 12                 15                 18  … 
.              4                  8                      12                        16                … 
.                   5                       10                               15                       … 
.                        6                                12                                      18  … 
.                             7                                         14                              … 
.                                  8                                                 16                 …, usw.  
Die Zeilen geben  darin die Koeffizienten der Vielfachheitsfunktion und die Spalten  die 
Koeffizienten der Teilerfunktion des Diagonalelementes an.  
 

 
 

2. Berechnungen 
 
 

2.1. Der Indikatorkoeffizient von „k teilt n“  
 
 
Seien k und n natürliche Zahlen > 0. Dann gilt der  
  
Satz: 

 nk |  = 
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Beweis: 
 
Sei k kein Teiler von n. Dann gilt: 

k

1





1

0

2k

j

i
k

nj

e



 = 
k

1

1

1
2

2




i

k

n

i
k

nk

e

e




 = 0, weil in diesen Falle stets der Zähler Null und der Nenner 

ungleich Null ist. 

Sei nun k ein Teiler von n. Der Funktionswert von fn,k(x) = 
k
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für den Punkt x = 1 mithilfe der Regel von l´Hospital bestimmt werden als 
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 = 1.                                                                        qed. 

 
 
Anmerkung: In der Literatur wird man viele verschiedene Beweise finden (zB bei van der 
Waerden: Algebra I und II). 
 
 
Bemerkung: 
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Da sich die Imaginärteile in der Koeffizientenformel aufheben müssen, kann man schreiben: 
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2.2. Der Teilerindikator von n 
 

Tn(x) =  
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Er gibt die Teiler von n der Größe nach an. 
Die Anzahl der Teiler von n ergibt sich somit als                                                                          
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2.3. Der Vielfachheitsindikator von n 
 
Zunächst könnte man rechnen: 
 

Vn(x) =  
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, doch einfacher ist der direkte Weg, den man sofort 

aus der Visualisierung von TS(x,t)  ablesen kann: 

Vn(x) = (xn)1 +  (xn)2 + (xn)3 + … = 
n

n

x

x

1
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Formaler Beweis zur Übung für Anfänger: 
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ergibt gemäß der Formel für die Partialbruchzerlegung eines Polynoms mit verschiedenen 
Nullstellen, das im Nenner steht: 
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Aus dem Satz von l´Hospital folgt 
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Summiert man alle Vielfachheitsindikatoren auf, so erhält man den Teileranzahlgenerator  
T(x) ebenfalls durch Ablesen: 

T(x) = 
1
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2.4. Klassische Darstellung - Vorschau 
 
Sei P = {p0, p1, …} die Primzahlmenge – der Größe nach geordnet. Weiters seien N,K   N 

durch N = 
0
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0

)(

j

Nv

j
jp  = 

Pp

Nwpp
)(
. Man kann dann „K teilt 

N“ definieren durch: Für alle p   P gilt: wp(K)   wp(N) - oder gleichwertig: Für alle j   0 
gilt: vj(K)   vj(N). 
 
Die Anzahl der Teiler von n  - Tn(1) ist somit: 
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Der Teileranzahlgenerator T(x) kann trivialerweise durch Aufsummierung daraus gefunden  
werden.    
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3. Zusammengesetzte Teiler- und Vielfachheitsmengen 
 
 

3.1.Menge der gemeinsamen Teiler von n und m 
 
Der Indikator der Menge der gemeinsamen Teiler von n und m ist 

 

gTn,m(x) = 
0

),(),(
k

kxmknk  . 

 
Da hier nur Polynome vorliegen, existiert gTn,m(1) = Anzahl der gemeinsamen Teiler von n 
und m. 
 

In der „klassischen“ Darstellung erhält man mittels n = 
Pp
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 die Menge aller Teiler von 

n durch  

 









Pp

pp

kw
nwkwgiltNkPpp p )()(:.,

)(
. 

 
Weiters ist die Menge der gemeinsamen Teiler von n und m durch   
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gegeben. 
 

Diese Formeln gelten sinngemäß auch in der „v(k)-Darstellung“, dh. aus  n = 
0
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Die Erweiterung der Definition auf die Menge der gemeinsamen Teiler von endlich vielen 
Zahlen erfolgt „sinngemäß“. 
Diese Darstellung stellt die „multiplikative“ Anordnung der Teiler und deren Extremwert in 
den Vordergrund, während in der Darstellung durch Potenzreihen die Teiler der Größe nach 
angeordnet sind. 
 

 
 

3.2. Menge der gemeinsamen Vielfachen von n und m 
 

 
Der Indikator der Menge der gemeinsamen Vielfachen von n und m ist 

gVn,m(x) = 
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Die „klassische Darstellung der Vielfachenmenge von n und m ist 
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