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Vorbemerkung: Diese Arbeit formuliert allseits bekannte Sachverhalte in der von uns
benutzten Terminologie und ermoglicht damit folgenden Arbeiten ein einfacheres Verweis-
bzw. Beweisverfahren.
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1. Definitionen

Definition:
Unter einem Teiler einer natiirlichen Zahl n versteht man eine naturliche Zahl k fur die es
eine natiirliche Zahl u mit n = uk gibt.

T, = {k | k ist Teiler von n} heile die Teilermenge von n.

Unter einem Vielfachen einer natiirlichen Zahl n versteht man eine natiirliche Zahl k fiir die
es eine natiirliche Zahl u mit k =un gibt.

Vi = {k | k ist Vielfaches von n} bezeichne die Menge der Vielfachen von n.

Definition:
Seien k und n natiirliche Zahlen.

1 falls.k.teilt.n

0 sonst

5k |n) :={

heifle der Teilerindikatorkoeffizient von (k,n).

Definition:
Unter der Teilerstruktur (auf N) versteht man die formale Potenzreihe

TS(x,t) == > S(k,n)x"t"

k,n>1

Definition:

Sei f(x,t) eine (doppelte) formale Potenzreihe beziiglich der Platzhalter x und t, so heille
[t"]f(x,t) der Koeffizient von t" in der Funktion f(x,t). Desgleichen nennt man [x5] f(x,t) den
Koeffizienten von x* in der Funktion f(x,t).

Damit erhilt man, trivialerweise, den Indikator der Teilermenge von n als

Ta(x) = i5(k |n)x* =[t"] TS(x.t)

und den Indikator der Menge der Vielfachen von n als

Va(x) = Y 3(n | k)x* =[t"] TS(t,).

k>1

Man beachte, dass in T,(x) der Summationsbereich endlich genommen werden kann.

Visualisierung:



123456728910 11 12 13 14 15 16 17 18 ...
2 4 6 8 10 12 14 16 18 ...
3 6 9 12 15 18 ...
4 8 12 16
5 10 15
6 12 18 ...
7 14
8 16 , USW.

Dle Zeilen geben darin die Koeffizienten der V1elfachhe1tsfunkt1on und die Spalten die
Koeffizienten der Teilerfunktion des Diagonalelementes an.

2. Berechnungen

2.1. Der Indikatorkoeffizient von ..k teilt n*

Seien k und n natiirliche Zahlen > 0. Dann gilt der

Satz:
1 2my
k n)=—>ye
(kln)=— jZ

Beweis:

Sei k kein Teiler von n. Dann gilt:

1 k=1 2myj, ZIZk -1

— z e ¥ =———— =0, welil in diesen Falle stets der Zahler Null und der Nenner
k ‘= 7‘

et —1
ungleich Null ist.
1 2m . 1 ZMkix _1
Sei nun k ein Teiler von n. Der Funktionswert von f, x(x) = — z ek = A T kann
et -1
fiir den Punkt x = 1 mithilfe der Regel von 1"Hospital bestimmt werden als
ZMkix 27rnki

le®r -1 1 ¢

- - =1. .

k z—mn k 27mi qed

e -1 K

Anmerkung: In der Literatur wird man viele verschiedene Beweise finden (zB bei van der
Waerden: Algebra I und II).

Bemerkung:



Da sich die Imaginirteile in der Koeffizientenformel autheben miissen, kann man schreiben:

k-l ; : k-1 .
5(k | I’l) = l COS(zﬂj +1. Sln(zﬂj = l COS(zﬂj
k = k k k& k

2.2. Der Teilerindikator von n

_ 2mj . n _
W0 E 0 et E T SIS )
k k< \ k

k=1 Jj=0 k=1

Er gibt die Teiler von n der GroBe nach an.
Die Anzahl der Teiler von n ergibt sich somit als

-1 2ﬂnf

T=3 6 In) =Yg z -5 ZCOS( j

k=1 =0

2.3. Der Vielfachheitsindikator von n

Zunéichst konnte man rechnen:

n127fl‘7

Va(x) = 25 (n | k)t = z 1 Ze » x", doch einfacher ist der direkte Weg, den man sofort

k>l =1 M=o
aus der Visualisierung von TS(x,t) ablesen kann:

Vi) = () G2+ ) =
1—x"
Formaler Beweis zur Ubung fiir Anfinger:
Es gilt: A pE; f =- X Dies
1-x" x" =1 il —( -1 n-l1 27,
(x—e" Yax—e" )(x—er" ) [Tl x-e"
v=0

ergibt gemif der Formel fiir die Partialbruchzerlegung eines Polynoms mit verschiedenen
Nullstellen, das im Nenner steht:

n n—1 1 n-1 1
=-x" - X" -

=t S )] { et j [”x"_l]’{xjkj




Aus dem Satz von 1"Hospital folgt

Oceeeeeii, s n.teilt.v.nicht

x" x" . 2y x" 0...n.teilt.v.nicht
= 2 —2minve " I/n i x' = E x" =
1-x" n ‘= 2a | n.telt.v noS| A n.teilt.v

—2mve " /n

0...n.teilt. ht
{ .n.teilt.v.nic }c”" zz{

............ n.teilt.v =

t—1

0...n.teilt.v.nicht} )

= 25(n|v)x

vzl

=2

v>0

Ll n.teilt.v

Summiert man alle Vielfachheitsindikatoren auf, so erhdlt man den Teileranzahlgenerator
T(x) ebenfalls durch Ablesen:

T(x) = an (x) = 21 al —= z(Anzahl.der.Teiler.von.k)xk

n>1 n>l L k>1

n

2.4. Klassische Darstellung - Vorschau

Sei P = {po, p1, ...} die Primzahlmenge — der GroBe nach geordnet. Weiters seien N,K € N

durchN=J]p," M = =T1»r" ™ und K = I1»," ) pr"(N) . Man kann dann ,,K teilt

j20 peP j=20 peP
N* definieren durch: Fiir alle p € P gilt: wy(K) < wy(N) - oder gleichwertig: Fiir alle j > 0
gilt: vi(K) < vi(N).

Die Anzahl der Teiler von n - Ty(1) ist somit:

Ta(l) = Z%z T = i%icos[%mj} = H(l+vj(n)) = H(l+wp(n)).

k=1 j=0 k=1 Jj=0 Jj=0 peP

Der Teileranzahlgenerator T(x) kann trivialerweise durch Aufsummierung daraus gefunden
werden.



3. Zusammengesetzte Teiler- und Vielfachheitsmengen

3.1.Menge der gemeinsamen Teiler von n und m

Der Indikator der Menge der gemeinsamen Teiler von n und m ist

gl m(X) = Z§(k,n)5(k,m)xk .

k>0

Da hier nur Polynome vorliegen, existiert gT, (1) = Anzahl der gemeinsamen Teiler von n
und m.

In der ,klassischen* Darstellung erhdlt man mittels n = H pw"(") die Menge aller Teiler von
peP

n durch

{H pw“k)‘v(p eP,keN)gilt:w,(k)<w, (n)}'

peP

Weiters ist die Menge der gemeinsamen Teiler von n und m durch

{H pwf(k)‘V(p € Pk e N)gilt:w,(k) < min{wp (n),w, (m)}}

peP

gegeben.

v (n)

Diese Formeln gelten sinngemif auch in der ,,v(k)-Darstellung*, dh. aus n = H )
k>0

Die Erweiterung der Definition auf die Menge der gemeinsamen Teiler von endlich vielen
Zahlen erfolgt ,,sinngemafB®.

Diese Darstellung stellt die ,,multiplikative* Anordnung der Teiler und deren Extremwert in
den Vordergrund, wihrend in der Darstellung durch Potenzreihen die Teiler der GroBe nach
angeordnet sind.

3.2. Menge der gemeinsamen Vielfachen von n und m

Der Indikator der Menge der gemeinsamen Vielfachen von n und m ist

gVam(x) = Y S(n,k)S(m, k)x" .

k>0

Die ,klassische Darstellung der Vielfachenmenge von n und m ist

{H p”’”(k)‘V(p e P,keN)gilt: max{wp (n),w, (m)}S w, (k)}-

peP






